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Функціональні схеми автоматизації в даному дуплекс-процесі 
можуть відповідати наведеним на рис. 3.1 та 4.12 відповідно.
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Рис. 7.4 – Технологічна схема дуплекс-процесу «вагранка 
з копільником – мала сталеплавильна установка»: 1 – вагранка; 
2 – копильник; 3 – ванна для рафінування; 4 – кільцевий провід 
для подачі кисню у вагранку; 5 – трубка-сопло для подачі кисню 

у вагранку; 6 – висувна водоохолоджувана фурма для подачі 
кисню у рідку металеву ванну; 7 – холодильник; 8 – труба з зонтом 

для відводу газів
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РОЗДІЛ 8 
МАТЕМАТИЧНИЙ АПАРАТ В ДОСЛІДЖЕННІ МЕТАЛУРГІЙНИХ 

ПРОЦЕСІВ

Мета розділу: ознайомитись з математичним апаратом, що ви-
користовується в дослідженні металургійних процесів задля їх техноло-
гічного аудиту, математичного моделювання та оптимізації процесів.

Робочі питання:
1. Методи експериментально-промислових досліджень в аудиті тех-

нологічних процесів металургійного виробництва
2. Математичне моделювання технологічних процесів
3. Оптимізація технологічних процесів

8.1.	 Методи експериментально-промислових 
досліджень в аудиті технологічних процесів 
металургійного виробництва

Для того, щоб провести технологічний аудит, що дозволяє роз-
крити можливі резерви виробництва, необхідно вилучати інфор-
мацію з тих даних про технологічний процес, які є обов'язковими 
для контролю безпосередньо в цеху. Провівши на підставі цих да-
них відповідне моделювання, можна побачити слабкі місця техно-
логічного процесу та напрямок пошуку для його оптимізації. Такий 
підхід, звичайно, передбачає застосування певного математично-
го апарату, який використовується для обробки виробничих даних.

Під виробничими даними надалі маються на  увазі ті  пара-
метри технологічного процесу, виходячи з яких можна будувати 
висновки про його здатність забезпечувати задану якість продук-
ції і які підлягають контролю у цеху підприємства. Це може бути 
структура чи склад матеріалів, сплавів, розміри деталей, стан їх 
поверхонь, властивості тощо. Цілями аналізу цих параметрів є ви-
значення фактичних можливостей технологічного процесу, що за-
стосовується, забезпечувати задані вимоги до якості продукції – 
виливків, математичне моделювання та  подальша оптимізація 
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за обраними критеріями. Останніми можуть бути продуктивність 
процесу, показника якості продукції, енерговитрати, ресурсови-
трати на виробництво тощо.

Використовувана нижче термінологія:
– вибірка даних – усі результати вимірювання якогось параме-

тра, що для зручності записується у вигляді таблиці даних;
– об'єм вибірки даних – кількість даних у вибірці, що познача-

ється символом n;
– середньоарифметичне значення параметра, або математич-

не очікування, – величина, яка розраховується на основі вибірки 
даних наступним чином

=

= ∑
1

1 ,
n

cp i
i

x x
n

	 (8.1)

де i – номер вимірювання у виборці даних, хi – i-е значення у виборці 

вимірюваного параметра, 
=
∑

1

n

i
 – операція підсумовування хi у виборці;

– дисперсія параметра – величина, що розраховується на ос-
нові вибірки даних наступним чином

( )
=

= −
− ∑

2
2

1

1 ;
1

n

i cp
i

S x x
n

	 (8.2)

– середньоквадратичне відхилення параметра (СКВ) – величи-
на, що розраховується на основі вибірки даних таким чином

= 2 .S S 	 (8.3)

Демонстрація розрахунку середньоарифметичного значення, 
дисперсії та середньоквадратичного відхилення за вибіркою ви-
робничих даних на прикладі вимірювання твердості чавуну наве-
дено у таблиці 8.1;

– щільність розподілу параметра – ймовірність знаходження 
параметра у якомусь діапазоні;

– функція щільності розподілу – залежність щільності розподі-
лу параметра від значення параметра;
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– гістограма розподілу параметра – стовпчаста діаграма, в якій 
ширина стовпця відповідає довжині середньоквадратичного відхи-
лення параметра, а висота – кількості значень параметра з вибірки 
даних, що потрапили в цей діапазон;

– гіпотеза – припущення, що перевіряється при аналізі вироб-
ничих даних.

Таблиця 8.1 – Приклад розрахунку статистичних 
характеристик щодо вибірки виробничих даних 

вимірювання твердості чавуну

№ 
вимі
рю
ван

ня

Зна
чення 
твер
дості

Сума 
значень 

твер
дості по 
виборці

Се
редньо
арифме

тичне 
значення 

твер
дості

Відхилення 
експери

ментальних 
даних  

від  
матема
тичного 

очікування

Квад
рати 

відхи
лень

Об’єм 
ви

бор
ки

1 2 3 4 5 6 7

i НВi
=

=
∑

6

1

n

i
i

x хср хi–хср (хi–хср)2 n

1 227 1404 234 227–234 = –7 49 6

2 234 234–234 = 0 0

3 241 241–234 = 7 49

4 230 230–234 = –4 16

5 228 228–234 = –6 36

6 244 244–234 = 10 100

Результати розрахунків.

Середньоарифметичне (математичне очікування  

твердості)
 

=

= ∑
1

1 n

cp i
i

x x
n

234 мм
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Сума квадратів відхилень
 ( )

=

−∑
2

1

n

i cp
i

x x 250 мм2

Дисперсія
 ( )

=

= −
− ∑

2
2

1

1
1

n

i cp
i

S x x
n

50 мм2

Середньоквадратичне відхилення = 2S S 7.071 мм 

Для отримання об'єктивної картини про технологічний процес 
необхідна перевірка наступних гіпотез:

1. Про вид закону розподілу параметра.
Для чого здійснюється: це обов'язкова попередня процедура пе-

ред перевіркою всіх наступних гіпотез. Передбачається, що пара-
метри, які характеризують технологічний процес, мають нормаль-
ний закон розподілу. Для цього закону функція щільності розподілу 
має дзвоновий вигляд (рис. 8.1).
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Рис. 8.1 – Вигляд кривої закону нормального розподілу:  
M(u) – математичне очікування нормованої випадкової 

величини u; D(u) – дисперсія нормованої випадкової величини u

Крива закону нормального розподілу описується формулою
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( ) ( )2

2

1, , exp ,
22

i cp
cp

x x
f x x σ

σσ π

 − = − 
 
 

	 (8.4)

де σ – стандартне відхилення, яка позначається для виборок мало-
го розміру через S, що характеризує середньоквадратичне відхи-
лення та розраховується відповідно до (8.3)

( )
21 exp ,

22
iu

uϕ
π

 
 = −
 
 

	 (8.5)

де u – нормоване значення випадкової величини, що відображає 
міру розсіювання випадкової величини x, що оцінюється в одини-
цях стандартного відхилення σ та розраховується за формулою

( )
.i cpx x

u
σ

−
= 	 (8.6)

Якщо ця  гіпотеза підтверджується, можна здійснювати по-
дальшу перевірку гіпотез.

2. Про рівність середньоарифметичного значення параме-
тра та заданого значення (технічним завданням, технічними 
умовами, стандартом тощо).

Для чого здійснюється: перевіряється можливість технологічно-
го процесу забезпечити виконання необхідного значення параме-
тра, зокрема дозволяє робити висновок про значний вплив систе-
матичної похибки процесу, ідентифікувати цю похибку та кількісно 
оцінити корективи, які мають бути внесені до оснащення, спосіб 
виконання технологічної операції тощо.

3. Про рівність дисперсій параметра, розрахованих за дво-
ма вибірками даних.

Для чого здійснюється: дозволяє встановити вичерпання запасу 
точності обладнання та оснащення та визначити на підставі цього 
моменту часу для відповідного технічного обслуговування.

4. Про рівність середніх значень параметра, розрахованих 
за двома вибірками даних.

Для чого здійснюється: дозволяє встановити, чи накопичується 
систематична похибка у технологічному процесі (ця похибка може 
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бути пов'язана з розналагодженням обладнання, зносом оснаст- 
ки тощо).

5. Виявлення помилок персоналу щодо значення параметра.
Для чого здійснюється: дозволяє видалити з вибірки неправиль-

ні дані та підвищити точність аналізу даних.
6. Про незалежність двох параметрів один від одного.
Для чого здійснюється: дозволяє встановити взаємну залежність 

двох параметрів технологічного процесу і на підставі цього надалі 
визначити діапазони значень, в яких один із параметрів впливає 
на інший, та кількісно оцінити ступінь цього впливу.

Перевірка всіх названих вище гіпотез здійснюється за однако-
вою схемою:

– чисельний розрахунок відповідного критерію перевірки;
– вибір виду критичної області під функцією щільності розпо-

ділу;
– визначення значень меж критичної області;
– порівняння чисельного значення обраного критерію та чи-

сельного значення меж критичної області.
Перевірена гіпотеза приймається, якщо чисельне значення об-

раного критерію не потрапляє у критичну область, і відкидається, 
якщо чисельне значення обраного критерію потрапляє у критичну 
область. Ілюстрацію цієї області наведено на рис. 8.2.

Принципи перевірки гіпотез

1. Перевірка гіпотези про нормальний закон розподілу па-
раметра.

Найбільш простим та наочним способом перевірки нормаль-
ного закону розподілу є побудова гістограми розподілу параметра. 
Гістограма будується у такій послідовності:

– розраховується середньоарифметичне значення параметра;
– розраховується дисперсія параметра;
– розраховується середньоквадратичне відхилення параметра;
– розраховуються нижня та верхня межі інтервалу параметра:
а) нижня межа відповідає величині (хср–3S);
б) верхня межа відповідає величині (хср+3S);
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– весь інтервал значень параметра від  нижньої до  верх-
ньої межі розбивається на 6 інтервалів, кожен з яких має довжи-
ну, що дорівнює одному середньоквадратичному відхиленню. 
Межі цих інтервалів мають значення: хср–3S, хср–2S, хср–S, хср, хср+S, 
хср+2S, хср+3S. Можливо також розбиття на  12 інтервалів шири- 
ною 0.5 S;

– визначається кількість значень параметра вихідної вибірки, 
що потрапили в кожен з діапазонів; кількість значень відповідає 
висоті відповідного стовпчика на гістограмі;

– розраховується частота потрапляння значень з вихідної ви-
бірки до кожного інтервалу, що за змістом відповідає ймовірності 
потрапляння значень в кожний інтервал. Загальна ймовірність до-
рівнює 1.

Ілюстрація побудови гістограми наведена на рис. 8.3.
Якщо зовнішній вигляд гістограми відповідає кривій розподі-

лу (рис. 8.1), можна вважати, що закон розподілу параметра відпо-
відає нормальному.
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Рис. 8.2 – Ілюстрація загального принципу перевірки гіпотез: 
критичні області знаходяться зліва та справа від червоної 

вертикальної лінії
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Наприклад, за результатами аналізу вибірки даних вимірю-
вання розміру виливку (об’єм вибірки N = 100) по формулах (8.1)–
(8.3) визначені такі результати: xср  =  610.24 мм, S2 =  16.0 мм2, 
S = 4.0 мм. Загальний інтервал значень параметра, яким є розмір 
виливку, складає: xmin  =  600.5 мм, xmax  =  621.0 мм. Цей інтервал 
розбито на 12 інтервалів шириною 0.5 S. Побудовано гістограму 
на криву розподілу (рис. 8.4)

Але на практиці таке відбувається не часто і мають бути вико-
ристані статистичні критерії для підтвердження або спростування 
гіпотези про нормальний закон. Для цього можна використовува-
ти, наприклад, критерій Пірсона чи так званий χ2-критерій. Його 
сутність полягає в наступному. За формулою (8.7) розраховується 
величина χ2-критерію

( )2

2

1
,

k
i i

i i

m np

np
χ

=

−
=∑ 	 (8.7)

де mi – експериментальна частота, тобто кількість значень з вибір-
ці, що попала в i-й інтервал;

pi – теоретична ймовірність падання значень в i-й інтервал, яка 
визначається з обраного закону розподілу, що перевіряється;

Інтервали значень параметра
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Рис. 8.3 – Приклад гістограми
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n – загальна кількість значень у виборці;
k – число інтервалів, всередині яких проводиться групування 

значень, наприклад k = 12.
Розрахована величина χ2 порівнюється з табличним значенням 

χ2
кр за заданою довірчою ймовірністю Р = 0.95 або Р = 0.99 для числа 

ступенів свободи φ = k–3.
Якщо χ2<χ2

кр, то з обраною довірчою ймовірністю Р можна вва-
жати, що  розподіл випадкової величини відповідає тому закону 
розподілу, який перевіряється, наприклад нормальному закону. 
В іншому випадку різниця між емпіричним законом та законом, що 
перевіряється, має статистично значущий характер, тобто гіпотеза 
про обраний закон розподілу відкидається.

В практиці металургійного виробництва частіше за все дово-
диться працювати з обмеженими вибірками даних. Для таких ви-
падків користуються так званими критеріями узгодженості на ос-
нові розрахунку третього та  четвертого центрального моментів 
розподілу – асиметрії А та ексцесу Е (першим центральним момен-
том розподілу є математичне очікування. а другим центральним 
моментом розподілу є дисперсія):
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Рис. 8.4 – Візуалізація перевірки гіпотези про нормальний  
закон розподілу
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Закон розподілу може буд визначений за нормальний, якщо 
виконуються умови:

( )≤3 ,A D A 	 (8.10)

( )≤5 ,E D E 	 (8.11)

де

( ) ( )
( )( )
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+ −
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n n
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n n
D E

n n n
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2. Перевірка гіпотези про рівність середньоарифметич-
ного значення параметра та заданого значення.

Для перевірки застосовується критерій

−
=
( )

,cp задx x n
T

S
	 (8.14)

де хзад – задане значення параметра.
Критична область вибирається симетричною (рис. 8.2).
Гіпотеза приймається у разі, якщо отримане значення Т не по-

трапляє у критичну область. Якщо отримане значення Т потрапляє 



126

Технології та автоматизація металургійного виробництва

у критичну область, гіпотеза відкидається, тобто робиться висно-
вок, що середньоарифметичне значення не відповідає заданому.

Чисельні значення межі критичної області наведено у таблиці 8.2.

Таблиця 8.2 – Чисельні значення межі критичної області, 
що застосовується для перевірки гіпотези про рівність 
середньоарифметичного значення заданому значенню 

параметра

Зна
чення 
межі 
кри

тичної 
області

Величина (n–1)

2 4 6 8 10 11 12 13

Ліва –4.30 –2.78 –2.45 –2.31 –2.23 –2.20 –2.18 –2.16

Права 4.30 2.78 2.45 2.31 2.23 2.20 2.18 2.16

Зна
чення 
межі 
кри

тичної 
області

Величина (n–1)

14 15 16 17 18 19 20 –

Ліва –2.15 –2.13 –2.12 –2.11 –2.10 –2.09 –2.09 –

Права 2.15 2.13 2.12 2.11 2.10 2.09 2.09 –
Примітки:
1. Значення округлені до другого знаку.
2. Більш повні дані можуть бути знайдені у таблицях t-розподілу у літературі 
з математичної статистики.
3. Межі вказані для ймовірності 95%

3. Перевірка гіпотези про рівність дисперсій параметра, 
розрахованих за двома вибірками даних.

Для перевірки застосовується критерій

=
2
1
2
2

,
S

T
S

	 (8.15)
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де  2
1S  – дисперсія, розрахована за першою вибіркою даних;

2
2S  – дисперсія, розрахована за другою вибіркою даних.

Критична область є несиметричною.
Чисельні значення межі критичної області наведено у таблиці 8.3.

Таблиця 8.3 – Чисельні значення межі критичної області, 
що застосовується для перевірки гіпотези про рівність 

дисперсій параметра, розрахованих за двома вибірками 
даних

Значення 
межі кри

тичної 
області

Величина (n–1)

1 2 3 4 5 6 7 8

Ліва 0.01 0.05 0.11 0.16 0.2 0.23 0.26 0.29

Права 161 19 9.28 6.39 5.05 4.28 3.79 3.44

Значення 
межі кри

тичної 
області

Величина (n–1)

9 10 11 12 14 16 20 –

Ліва 0.31 0.34 0.35 0.37 0.4 0.43 0.47 –

Права 3.18 2.98 2.82 2.69 2.48 2.33 2.12 –
Примітки:
1. Число даних в обох вибірках має бути однаковим (n – кількість даних у вибірці).
2. Наведено дані за обсягом вибірки до n = 20. Більш повні дані можуть бути 
знайдені за таблицями F-розподілу у літературі з математичної статистики.
3. Межі вказані для ймовірності 95%

Гіпотеза приймається у разі, якщо отримане значення Т не по-
трапляє у критичну область. Це означає, що дві аналізовані вибірки 
даних є однією загальною вибіркою даних. Якщо отримане значен-
ня Т потрапляє у критичну область, гіпотеза відкидається, тобто 
робиться висновок, що кожна з вибірок даних є самостійною.

4. Перевірка гіпотези про рівність середніх значень пара-
метра, розрахованих за двома вибірками даних.

Для перевірки застосовується критерій
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де x1ср – середньоарифметичне значення параметра, розраховане 
за першою вибіркою даних, x2ср – середньоарифметичне значення 
параметра, розраховане за другою вибіркою даних;

n1 – кількість даних у першій вибірці;
n2 – кількість даних у другій вибірці;

2
1S  – середньоквадратичне відхилення, розраховане за першою 

вибіркою даних;
2
2S  – середньоквадратичне відхилення, розраховане за другою 

вибіркою даних.
Критична область вибирається симетричною (рис. 8.2). Чисельні 

значення меж критичної області відповідають наведеним у таблиці 8.1.
Гіпотеза приймається у разі, якщо отримане значення Т не по-

трапляє у критичну область. Якщо отримане значення Т потрапляє 
у критичну область, гіпотеза відкидається, тобто робиться висно-
вок про те, що середньоарифметичні значення параметра не збі-
гаються. Це може свідчити про наявність систематичної похибки. 
Прикладний зміст перевірки цієї гіпотези полягає в наступному. 
Якщо кожна з вибірок отримана в різні моменти часу та середньо-
арифметичні значення параметра не збігаються, можна говори-
ти, що з часом у процесі експлуатації має місце вичерпання запасу 
точності обладнання, зношування оснащення тощо.

5. Перевірка гіпотези про помилку у визначенні значення 
параметра.

Результатом помилки під час перевірки параметра може бути не-
правильне вимірювання чи запис значення параметра. Таке значення, 
як правило, різко виділяється з усієї вибірки даних за своєю величиною. 

Для перевірки застосовується критерій

−
=

( )
,nep cpx x

T
S

	 (8.17)

де xпep – значення параметра, що перевіряється.
Критична область вибирається симетричною (рис.  8.2). Чи-

сельні значення меж критичної області відповідають наведеним 
у таблиці 8.1.
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Якщо отримане значення Т  потрапляє у  критичну область, 
то можна вважати, що значення параметра, який перевіряється, 
дійсно неправильне і повинно бути виключено з вибірки.

6. Перевірка гіпотези щодо незалежності двох параметрів 
один від одного.

Для перевірки застосовується критерій

= ,
r

rT
S

	 (8.18)

де

= 1,2
2 2
1 2

m
r

s s ,	 (8.19)

= =

=

   
   
   = − 
 
 
 

∑ ∑
∑ 1 1

1,2
1

1 ,

n n

i in
i i

i i
i

x y
m x y

n n
	 (8.20)

( )
=

= ∑
2

2
1 1

1

1 ,–
n

i
i

s x m
n

	 (8.21)

( )
=

= −∑
2

2
2 2

1

1 ,
n

i
i

s y m
n

	 (8.22)

−
=

2 2
2 (1 ) ,r

rs
n

	 (8.23)

= 2( ),r rs s 	 (8.24)

де xі – значення першого параметра;
yi – значення другого параметра;
n – кількість вихідних даних у вибірці першого та другого па-

раметрів;
і – номер значення параметра у вибірці;
m1 – середньоарифметичне значення першого параметра;
m2 – середньоарифметичне значення другого параметра;
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2
1s  – дисперсія першого параметра;
2
2s  – дисперсія другого параметра.

Критична область вибирається симетричною (рис.  8.2). Чи-
сельні значення меж критичної області відповідають наведеним 
у таблиці 2.1.

Гіпотеза відхиляється, якщо rr sε> , де ε – чисельне значення 
межі критичної галузі.

Розглянемо такий приклад.
У цеху виплавляється сталь для виготовлення умовного ви-

ливку. Проведемо аналіз фактичних можливостей технологічного 
процесу щодо забезпечення вимог, заданих кресленням виливка 
на якийсь розмір (d), і покажемо можливі резерви підвищення точ-
ності виготовлення виливка за цим параметром. Як вихідні дані 
візьмемо результати обмірів двох вибірок, що складаються з 20 го-
тових виливків кожна, виконаних технологом цеху.

Вибірки № 1 та № 2, що складаються з результатів цих обмірів, 
розраховані середньоарифметичні значення, дисперсії та серед-
ньоквадратичні відхилення, наведені у таблицях 8.4 та 8.5.

Таблиця 8.4 – Вибірка № 1 виробничих даних щодо 
визначення розмірів виливку

№ 
зраз

ка

Роз
мір, 
мм

Сума зна
чень роз

міру по усій 
вибірці

Се
редньо
арифме

тичне

Від
хилення

Квад
рати 

відхи
лень

Об’єм 
вибір

ки

1 2 3 4 5 6 7

i di, мм =

=
∑

20

1

n

i
i

d ,
 
мм dср, мм di–dср, мм (di–dср)2, 

мм2
n

1 245 4951.3 247.565 –2.565 6.579 20

2 246 –1.565 2.449

3 245 –2.565 6.579

4 246 –1.565 2.449
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1 2 3 4 5 6 7

5 252 4.435 19.669

6 248 0.435 0.189

7 247.3 –0.265 0.07

8 248 0.435 0.189

9 244.4 –3.165 10.017

10 248.3 0.735 0.54

11 249 1.435 2.059

12 250 2.435 5.929

13 246.6 –0.965 0.931

14 247.8 0.235 0.055

15 247.8 0.235 0.055

16 249.2 1.635 2.673

17 246.4 –1.165 1.357

18 246.8 –0.765 0.585

19 249.4 1.835 3.367

20 248.3 0.735 0.54

Результати розрахунків.

Середньоарифметичне (математичне очікування  

твердості)
 

=

= ∑
1

1 n

cp i
i

x x
n

247.565 мм

Продовження Таблиці 8.4
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Сума квадратів відхилень
 =

−∑ 2

1

( )
n

i cp
i

X X 66.281 мм2

Дисперсія
 =

= −
− ∑2 2

1

1 ( )
1

n

i cp
i

S X X
n

3.489 мм2

Середньоквадратичне відхилення = 2S S 1.868 мм

Таблиця 8.5 – Вибірка № 2 виробничих даних щодо 
визначення розмірів виливку

№ 
зраз

ка

Роз
мір, 
мм

Сума зна
чень роз

міру по усій 
вибірці

Се
редньо
арифме

тичне

Від
хилення

Квад
рати 

відхи
лень

Об’єм 
вибір

ки

1 2 3 4 5 6 7

i di, мм =

=
∑

20

1

n

i
i

d , мм dср, мм di–dср, мм (di–dср)2, 
мм2

n

1 247 4980.8 249.04 –2.04 4.162 20

2 249 –0.04 0.002

3 254 4.96 24.602

4 248.6 –0.44 0.194

5 255.4 6.36 40.45

6 259 9.96 99.202

7 257 7.96 63.362

8 251.3 2.26 5.108

9 248.6 –0.44 0.194

10 246 –3.04 9.242

11 249 –0.04 0.002

12 243.9 –5.14 26.42
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1 2 3 4 5 6 7

13 241.8 –7.24 52.418

14 243 –6.04 36.482

15 248.5 –0.54 0.292

16 249.4 0.36 0.13

17 250 0.96 0.922

18 244.2 –4.84 23.426

19 247 –2.04 4.162

20 248.1 –0.94 0.884

Результати розрахунків.

Середньоарифметичне (математичне очікування  

твердості)

 

==
∑

1

n

i
i

cp

X
X

n

249.04 мм

Сума квадратів відхилень
 =

−∑ 2

1

( )
n

i cp
i

X X 391.656 мм2

Дисперсія
 =

= −
− ∑2 2

1

1 ( )
1

n

i cp
i

S X X
n 20.613 мм2

Середньоквадратичне відхилення = 2S S 4.540 мм

Треба перевірити гіпотезу про рівність дисперсій.
Величина критерію Т, розрахована за формулою (8.15), складає

= = =
2
1
2
2

20.613 5.91.
3.489

S
T

S

Продовження Таблиці 8.5
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Межа критичної області визначається за  таблицею 8.3. За  
(n–1) = 19 чисельне значення межі 2.1ε ≈ . Отже, величина критерію 
потрапляє у праву частину критичної області (так як T ε> ) та гіпо-
теза про рівність дисперсій відхиляється.

Перевіримо гіпотезу, що середній розмір виливку дійсно від-
повідає заданому кресленням. Візьмемо для прикладу вибірку № 1.

Нехай відповідно до робочого креслення розмір виливку має 
становити 246 мм. За даними таблиці 8.4, середньоарифметичне 
значення становить 247.565 мм, середньоквадратичне відхилення 
становить 1.868 мм, об’єм вибірки дорівнює 20. Величина критерію 
для перевірки гіпотези відповідно до (8.14) становитиме

− − ×= = =
( ) (247.565 246) 20 3.75.

1.868
cp задХ Х n

T
S

Межа критичної області визначається за  таблицею 8.1. При 
(n–1) = 19 чисельне значення межі 2.09ε = . Отже, величина крите-
рію потрапляє у праву частину критичної області (так як T ε> ) і гі-
потеза про рівність середньоарифметичного значення та заданого 
значення розміру відхиляється.

З  цього можна дійти висновку, що  існуючий технологічний 
процес не забезпечує задані кресленням виливки вимоги. Відпо-
відно формується брак виливків по цьому розміру. Доля браку може 
бути визначена за формулою

   − −
   = −
   
   

max min ,cp cpx x x x
Г Ф Ф

S S
	 (8.25)

де Ф(.) – спеціальні функції, які називаються інтегралами ймовір-
ностей та визначаються за таблицями інтегралів ймовірностей.

Фактично, отримане значення Г відповідає відсотку придат-
ного лиття. Віднімаючи зі 100% величину Г, отримують величину 
браку (%) за цим розміром.

Різниця між заданим на  кресленні розміром та  середньо-
арифметичним значенням відповідає систематичній похибці 
технологічного процесу. Якщо встановити причину цієї похибки 
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та усунути її, то залишиться лише випадкова похибка. Саме вона 
є  показником можливостей технологічного процесу. Кількісно 
вона визначається величиною ±tкрS та відповідає полю розсіюван-
ня розміру виливку. Значення tкр залежать від кількості даних у ви-
бірці (N) і наведені в таблиці 8.6.

Таблиця 8.6 – Критичні значення (tкр) розподілу 
Стьюдента

N–1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

крt 12.71 4.30 3.18 2.78 2.57 2.45 2.37 2.31 2.26 2.23

N–1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 –

крt 2.20 2.18 2.16 2.15 2.13 2.12 2.11 2.10 2.09 –

На основі (8.25) можна оцінити ефективність технологічного 
процесу, обравши за критерій оцінювання можливість отримання 
розміру виливку, заданого кресленням. Нехай верхнє допустиме 
значення розміру 33.5  мм, нижнє допустиме значення розміру 
32.5 мм, номінальний розмір, заданий кресленням, 33 мм.

Нехай за результатами обмірів розміру отримані наступні ре-
зультати (таблиця 8.7).

Таблиця 8.7 – Результати обмірів розміру виливка

№ виливку Розмір, мм № виливку Розмір, мм

1 2 3 4

1 33.1 10 32.6

2 33.4 11 32.8

3 30 12 32.1

4 30.2 13 32.9

5 31 14 31.6
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1 2 3 4

6 33 15 31.4

7 33.1 16 31.8

8 33.3 17 31.1

9 29.4 18 29.9

Середньоарифметичне значення розміру за розрахунком на 
підставі даних, наведених у таблиці 8.7, становить 31.817 мм, се-
редньоквадратичне відхилення 1.308 мм.

За (8.25) розраховується кількість виливків, розмір яких потра-
пив у заданий діапазон:

( ) ( ){ } { }

    − − = − =    
     

= − = − =

33.5 31.817 32.5 31.817 100%
1.308 1.308

1.29 0.52 100% 0.401 0.2 100% 20.1%.

Г Ф Ф

Ф Ф

Це означає, що кількість придатних виливків за цим розміром 
становить лише 20.1%. Відповідно, частка браку становить 79.9%.

8.2.	 Математичне моделювання технологічних процесів

Насамперед можна розглянути один приклад, що  ілюструє 
важливість побудови математичної моделі технологічного процесу 
саме з практичної точки зору. Припустимо, що при виплавці чавуну 
у вагранці як паливо використовується кокс. Є пропозиції щодо реа-
лізації коксу від двох постачальників. Необхідно оцінити, кому з них 
віддати перевагу. Зрозуміло, що з об'єктивної точки зору пріоритет 
має бути відданий тому з постачальників, якість коксу якого вища. 
При різниці в ціні на даний товар необхідно якнайточніше відпо-
вісти на питання, який кокс якісніший. Зрозуміло, що найкращим 

Продовження Таблиці 8.7
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є кокс, який за меншої витрати забезпечує більшу повноту горіння, 
відповідно більшу температуру в печі та більш високу якість чавуну. 
Отже, для відповіді на поставлене питання необхідно провести по-
рівняльну серію експериментальних плавок із коксом обох поста-
чальників у своїх цехових умовах. Повноту горіння можна оцінити, 
наприклад, за складом газів, що відходять, і визначити при цьому 
фактичну витрату коксу. Витрата коксу, своєю чергою, можна ув'я-
зати з температурою чавуну. За результатами кожної із цих серій 
експериментальних плавок треба побудувати математичну модель 
залежності повноти горіння від витрати коксу та залежність тем-
ператури чавуну від витрати коксу. Далі треба перевірити адекват-
ність отриманих моделей та чисельно оцінити, при використанні 
якого коксу забезпечується максимальна повнота горіння та, відпо-
відно, максимальна температура чавуну.

Аналогічно може бути поставлене завдання моделювання 
у разі необхідності ухвалення рішення про вибір кращого поста-
чальника запчастин, комплектуючих тощо.

Іншими словами, математичне моделювання може бути ефек-
тивно застосоване за необхідності ухвалення рішень щодо певного 
вибору варіантів поставок з існуючих альтернатив, або задля об'єк-
тивної оцінки технологічного процесу та його можливостей щодо 
забезпечення заданих вимог до якості та функціонування (енерго- 
та ресурсовитрат, продуктивності).

Для побудови математичних моделей зазвичай використову-
ється метод найменших квадратів (МНК), який дозволяє будувати 
рівняння регресії, яке пов’язує вхідні змінні процесу (об’єкта) з ви-
хідною змінною, яка є критерієм оптимальності.

Власне, процес побудови математичної моделі за допомогою 
методу найменших квадратів полягає у послідовному виконанні 
наступних процедур:

1. Вибір виду моделі.
2. Вибір експериментальних точок.
3. Проведення експерименту.
4. Розрахунок параметрів моделі.
5. Обчислення сум квадратів відхилень експериментальних 

значень досліджуваної величини від  розрахункових, отриманих 
за моделлю, та оцінка дисперсій.
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6. Статистичний аналіз точності моделі.
7. Перевірка адекватності моделі.

1. Вибір виду моделі.
Моделювання будь-якого технологічного процесу за допомо-

гою МНК засноване, як правило, на тому, що модель представля-
ється у вигляді полінома. При дослідженні впливу одного фактору 
такий поліном має вигляд

= + + + +2
0 1 2 ... ,n

ny a a x a x a x 	 (8.26)

де х – фактор технологічного процесу (вхідна змінна);
y – характеристика ефективності технологічного процесу (вхід-

на змінна), наприклад якість продукції, його властивості, частка бра-
ку, витрата енергії чи матеріалів виготовлення даної продукції і т. п.;

аi – коефіцієнти моделі.
У разі впливу двох факторів поліном має вигляд

= + + + + +2 2
0 1 1 2 2 3 1 4 2 5 1 2.y a a x a x a x a x a x x 	 (8.27)

Аналогічно поліном розширюється при наявності більшої кіль-
кості факторів (вхідних змінних).

Спочатку передбачається, що  модель має лінійний вигляд, 
тобто при дослідженні впливу на вихідну змінну одного фактора: 
= +0 1y a a x; двох факторів: = + +0 1 1 2 2y a a x a x  і т. д.

Нижче розглянуто лише випадок дослідження одного факто-
ра. Більш складні варіанти (з великою кількістю факторів) побудо-
ви моделей будуються аналогічно.

2. Вибір експериментальних точок.
Експериментальні точки, за якими будується модель, утворю-

ють так звану область планування експерименту. З огляду на те, 
що  для  діючого виробництва найбільший інтерес представляє 
можливість дослідження процесу без втручання у його хід, тобто 
без додаткових витрат, область планування відповідає області ро-
бочих режимів у фактичному технологічному процесі. Візуально 
цю область можна побачити, зобразивши її у вигляді точкового гра-
фіка (рис. 8.5).
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Експериментальні значення технологічного
фактору, х
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Рис. 8.5 – Вибір області планування експерименту

У  наведеній ілюстрації область робочих режимів, що  від-
повідає області планування, знаходиться в  діапазоні х  =  (1–14). 
З рис. 8.5 видно також, модель має лінійний вигляд, тобто графічно 
описується прямою лінією.

3. Проведення експерименту.
Власне, побудована область планування за  фактичними да-

ними технологічного процесу є результатом проведення експери-
ментів. Це так званий пасивний експеримент. Тобто проведення 
експерименту при такому підході до вибору області планування – 
не що інше, як вимір величин фактора х і відповідних їм величин 
у в ході звичайного технологічного процесу, що здійснюється в цеху.

4. Розрахунок параметрів моделі.
Параметрами моделі є її коефіцієнти. Тому для аналізованого 

випадку – побудови лінійної моделі впливу одного фактора на ви-
хідну змінну – розрахунку підлягають коефіцієнти а0 і а1.

Розрахунок здійснюється простим послідовним перемножен-
ням матриць

( )−=
1

.T TA F F F Y 	 (8.28)

В цьому рівнянні:
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F – матриця плану експерименту;
FТ – транспонована матриця плану експерименту;
(FТF)-1 – дисперсійна матриця, що позначається як С;
Y – матриця значень ефективності технологічного процесу;
А – матриця коефіцієнтів.
Формуються всі ці матриці в такий спосіб.
Матриця F. Кількість стовпців у  ній дорівнює двом, а  кількість 

рядків – числу експериментальних точок. Перший стовпець завжди 
з одиниць, а другий – з чисельних значень фактора, тобто із значень хі.

У наведеній вище ілюстрації матриця F має вигляд (нижче всі 
матриці представлятимуться у вигляді таблиць)

F = 

1 4

1 7

1 12

1 8

1 9

1 1

1 3

1 14

1 12

Матриця FТ. Вона отримується заміною рядків матриці  F її 
стовпцями

FТ = 
1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 7 12 8 9 1 3 14 12
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Добуток матриць FТF. Отримана в результаті перемноження ма-
триця матиме розмірність 2×2, тобто включатиме два рядки і два 
стовпці. Її елементи отримуються перемноженням рядків на стовп-
ці або узагальнено у вигляді формул

FТF =

N
=
∑

1

N

i
i

x

=
∑

1

N

i
i

x
=
∑ 2

1

N

i
i

x

Тут N  – кількість експериментальних точок. У  наведеному 
прикладі N = 9

FТF =
9 70

70 704

Дисперсійна матриця С = (FТF)-1. Вона має ту саму розмірність, 
що і матриця FТF, тобто включає в себе два рядки та два стовпці. 
Елементи її розраховуються за формулами

С =

( )
−

 
− × +  

 

22

22
21 11 12

21

a

a
a a a

a ( )
−

 
− × +  

 

12

12
11 21 22

11

a

a
a a a

a

( ) 
− × +  

 

22
11 12

21

1
a

a a
a ( ) 

− × +  
 

12
21 22

11

1
a

a a
a

Тут а11, а12, а21, а22 – елементи матриці FТF: а11 = 9, а12 = 70, а21 = 70, 
а22 = 704. Таким чином, неважко отримати елементи матриці С, під-
ставляючи ці значення у відповідні комірки з формулами

С =
0.49 –0.0487

–0.0487 0.0063



142

Технології та автоматизація металургійного виробництва

Добуток матриць СFТ. Розмірність цього добутку 2×5, тобто ре-
зультуюча матриця-таблиця має два рядки та п'ять стовпців. У цьо-
му прикладі

СFТ =
0.2952 0.1491 –0.0944 0.1004 0.0517 0.4413 0.3439 –0.1918 –0.0944

–0.0235 –0.0046 0.0269 0.0017 0.008 –0.0424 –0.0298 0.0395 0.0269

Матриця Y має розмірність N×1, тобто представляє собою та-
блицю з N рядків і одного стовпця. У розглянутому прикладі вона 
має вигляд

Y =

13
14
25
11
17
6
8

25
23

Добуток матриць СFТY має розмірність 2×1, тобто складаєть-
ся з двох рядків і одного стовпця і є шуканою матрицею коефіці-
єнтів

A =
3.9811
1.5707

Отже, рівняння прямої, що описує залежність у даному при-
кладі, має вигляд (рис. 8.6)

= +3.9811 1.5707 .y x



143

Розділ 8. Математичний апарат в дослідженні металургійних процесів
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Рис. 8.6 – Результати моделювання

5. Обчислення сум квадратів відхилень експериментальних зна-
чень досліджуваної величини від розрахункових, отриманих за моделлю, 
та оцінка дисперсій.

Обчислення сум квадратів та оцінка дисперсій неадекватності моделі.
Ця операція призначена для оцінки точності отриманої моде-

лі. Підставляючи кожне з значень х в отримане рівняння, розра-
ховується величина y, результат записується в стовпець таблиці 
поруч із експериментальним значенням y. Потім розраховується 
квадрат різниці отриманих значень для кожної експериментальної 
точки та загальний результат по всіх точках підсумовується

х yексп yрозр (yексп–yрозр)2

4 13 10.2639 7.486243
7 14 14.976 0.952576

12 25 22.8295 4.71107
8 11 16.5467 30.76588
9 17 18.1174 1.248583
1 6 5.5518 0.200883
3 8 8.6932 0.480526

14 25 25.9709 0.942647
12 23 22.8295 0.02907

Сумма квадратів відхилень SR 46.81748
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Після розрахунку сум квадратів відхилень визначається чис-
ло ступенів свободи та дисперсія, що характеризує неадекватність 
моделі. У разі, якщо в кожній експериментальній точці x вимірю-
вання величини y проводилося 1 раз, тобто в кожній експеримен-
тальній точці проводився лише один експеримент, число ступенів 
свободи розраховується за формулою

1 ( 1),N kϕ = − + 	 (8.29)

а дисперсія розраховується за формулою

2

1

,R
R

S
s

ϕ
= 	 (8.30)

де k – кількість вхідних змінних;
φ1 – число ступенів свободи.
У цьому прикладі:

1
2   9,    1,    7, .46.81748 6.69

7RN sk ϕ == == =

У разі, якщо в кожній експериментальній точці x вимірювання 
величини y проводилося n разів, тобто в кожній експерименталь-
ній точці проводилось n експериментів, сума квадратів відхилень 
визначається за формулою

= .D RS nS 	 (8.31)

Обчислення сум квадратів та оцінка дисперсій, що характеризу-
ють точність проведення експерименту.

Ця процедура виконується у тому випадку, якщо в кожній екс-
периментальній точці х проводяться кілька вимірювань величи-
ни y, тобто в кожній експериментальній точці проводяться декіль-
ка паралельних експериментів. Наприклад, результат y, за якими 
виконувались наведені вище обчислення, був середнім результа-
там за двома значеннями, виміряними в кожній точці х
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х y1 y2 yср

4 11 15 13
7 13 15 14

12 24 26 25
8 8 14 11
9 15 19 17
1 3 9 6
3 6 10 8

14 22 28 25
12 21 25 23

Формула для визначення сум квадратів і дисперсії у разі має 
вигляд

= =

= −∑∑ 2

1 1

( ) ,
N n

E icp ij
i j

S y y 	 (8.32)

де yiср – середнє значення у кожному з паралельних експериментів;
yij – кожне вимірено значення вихідної змінної.
Після розрахунку сум квадратів відхилень визначається число 

ступенів свободи та дисперсія, що характеризує точність експери-
ментів. У разі, якщо в кожній експериментальній точці x вимірю-
вання величини y проводилося n разів, тобто в кожній експеримен-
тальній точці було проведено n паралельних експериментів, число 
ступенів свободи розраховується за формулою

2 ( 1),N nϕ = − 	 (8.33)

а дисперсія визначається за формулою

2

2

,E
e

S
s

nϕ
= 	 (8.34)

де k – кількість вхідних змінних;
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φ2 – число ступенів свободи;
n – число паралельних експериментів;
N – число експериментів.
В  розглянутому прикладі n  =  2, N  =  9, розрахунки за  форму-

лою (8.32) демонструються у таблиці

х y1 y2 yср (yiср–yij)2

4 11 15 13 8
7 13 15 14 2

12 24 26 25 2
8 8 14 11 18
9 15 19 17 8
1 3 9 6 18
3 6 10 8 8

14 22 28 25 18
12 21 25 23 8

Сума квадратів відхилень SE 90

Підставляючи результати розрахунків в (8.34), отримано

= =2 90 5.
18es

У разі, якщо в кожній експериментальній точці x вимірювання 
величини y проводився лише 1 експеримент, число ступенів свобо-
ди розраховується за формулою

2 1,Nϕ = − 	 (8.35)

а дисперсія визначається за формулою

2

2

.E
e

S
s

ϕ
= 	 (8.36)
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6. Статистичний аналіз точності моделі.
Його метою є перевірка точності визначення коефіцієнтів мо-

делі. Іншими словами, оцінюється поле розсіювання коефіцієнтів 
а0 та а1, тобто нижнє та верхнє відхилення для кожного з цих коефі-
цієнтів. Здійснюється це за допомогою критеріїв:

±

±
0 0

1 1

;

,
кр

кр

a t s

a t s 	 (8.37)

=

=

2 2
0 11
2 2
1 22

;
.

s c s
s c s

	 (8.38)

тут tкр – критичне значення розподілу Стьюдента (для прикладу 
нижче наведено кілька таких значень для числа ступенів свободи 
від 1 до 12);

с11 – перший діагональний елемент головної діагоналі диспер-
сійної матриці С;

с22 – другий діагональний елемент головної діагоналі диспер-
сійної матриці С.

За величину s2 може бути обрана або величина 2
Rs , або величи-

на 2
es .

Значення tкр з довірчою ймовірністю 95% для числа  
ступенів свободи

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12

12.71 4.30 3.18 2.78 2.57 2.45 2.36 2.31 2.62 2.23 2.18

У прикладі, що розглядається, при числі ступенів свободи φ = 9, 
tкр = 2.62, с11 = 0.49, с22 = 0.0063, за s2 обираємо =2 10es :

= × =2
0 0.49 10 4.9;s

= × =2
1 0.0063 10 0.063;s

= = = =0 1 0 1   2.21,    0.25,    5.79,    0.655.кр крs s t s t s
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Отже поля відхилень для значень коефіцієнтів дорівнюють:

±

±
0 0

1 1

кр

кр

a t s

a t s  = 
±

±
3.98 5.79
1.5707 0.655 .

7. Перевірка адекватності моделі.
Вона здійснюється з метою визначення, чи дійсно отримана 

модель визначає реальний досліджуваний процес, тобто отримана 
модель адекватно описує експериментальні дані. Проводиться пе-
ревірка за допомогою F-критерію Фішера

ϕ ϕ
= = ≤

ϕ
ϕ

1 2

1

2

,

D

D
кр

E E

S
S

F F
S S

	 (8.39)

де Fкр – критичне значення F-розподілу, що визначається за табли-
цями математичної статистики.

Якщо умова (8.39) виконується, модель є адекватною.
У наведеному прикладі

= = ≤ =842.76 1.34 3.68.
630 крF F

Отже, одержана модель адекватна.
Окрім пасивних експериментів, як у розглянутому вище при-

кладі, можуть проводитися активні експерименти. Це  означає, 
що експерименти проводяться не в будь-яких точках, а у заздале-
гідь обраних точках плану. В такому разі говорять, що формуєть-
ся план активного експерименту. Першим кроком на цьому шляху 
є вибір діапазонів варіювання вхідних змінних та їх нормування 
вхідних змінних.

Розглянемо такий приклад. При виплавці сталі за даними се-
рійних плавок визначено, що хімічний склад відповідає наведено-
му в таблиці 8.8.
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Таблиця 8.8 – Результати хімічного аналізу плавок 
вуглецевої сталі

Хімічні 
елементи Вміст елементу в сталі, %

C 0.24 0.34 0.22 0.26 0.32 0.28 0.30 0.36

Mn 0.6 0.56 0.72 0.52 0.76 – 0.64 0.68

Ni 0.2 0.4 0.4 0.6 0.8 0.2 0.8 0.6

З  цих даних видно, що  діапазони (min–max) значень вхід-
них змінних наступні: С  =  (0.22–0.36)%, Mn  =  (0.52–0.76)%,  
Ni = (0.2–0.8)%.

Обравши мінімальні та максимальні значення, можна розпо-
чати операцію нормування. Ця операція має на меті перевести на-
туральні значення для кожної з вхідних змінних у безрозмірні, щоб 
«зрівняти» їх ефекти впливу на досліджувану вихідну змінну. Опе-
рація нормування здійснюється за такою формулою

−
= ,нam cpx x

x
I

	 (8.40)

де х – нормоване значення вхідної змінної;
хнат – натуральне значення вхідної змінної;
хср – середнє значення вхідної змінної;
I  – інтервал варіювання вхідної змінної, що  визначається 

як різниця між максимальним значенням вхідної змінної та його 
середнім значенням або між середнім значенням вхідної змінної 
та його мінімальним значенням, тобто I = xmax–xcp = xcp–xmin.

У наведеному прикладі діапазон змін вмісту вуглецю становить 
(0.24–0.36)%. Отже, середнє значення становить 0.29%, а інтервал 
варіювання 0.05%. Аналогічно, середнє значення марганцю стано-
вить 0.64%, інтервал варіювання 0.12%; середнє значення вмісту 
нікелю 0.5%, інтервал варіювання 0.3%. Підставляючи ці дані у за-
гальну формулу, отримуємо формули для перерахунку натураль-
них значень керуючих факторів нормовані значення:
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−
=
C 0.29

C ,
0.07

нат

 

−
=
Mn 0.64

Mn ,
0.12

нат

 

−
=
Ni 0.5

Ni .
0.3

нат

Використовуючи дані таблиці 8.8, перерахуємо за отримани-
ми формулами натуральні значення керуючих факторів в нормо-
вані (таблиця 8.9).

Таблиця 8.9 Перерахунок натуральних значень керуючих 
факторів у нормовані

Вміст вуглецю (С) Вміст марганцю 
(Mn) Вміст нікелю (Ni)

Нату
ральне 

зна
чення, %

Нормо
ване зна

чення

Нату
ральне 

зна
чення, %

Нормо
ване зна

чення

Нату
ральне 

зна
чення, %

Нормо
ване зна

чення

0.24 –0.714 0.6 –0.333 0.2 –1
0.34 +0.714 0.56 –0.667 0.4 –0.333

0.22 –1 0.72 +0.667 0.4 –0.333

0.26 –0.429 0.52 –1 0.6 +0.333

0.32 +0.429 0.76 +1 0.8 +1

0.28 –0.143 – – 0.2 –1

0.30 +0.143 0.64 0 0.8 +1
0.36 +1 0.68 +0.333 0.6 +0.333

З таблиці 8.9 випливає, що нормуванням вхідних змінних усі 
вони переведені в безрозмірний діапазон [–1; +1].

Наступним етапом планування є вибір значення кожної вхід-
ної змінної у відповідному експерименті. Загальна кількість ком-
бінацій факторів (не  враховуючи ефекту попарної їх  взаємодії 
та квадратичних ефектів), які впливають на обрану вихідну змінну, 
визначається за такою формулою: N = 2k, де k – число вхідних змін-
них. При k = 2 число комбінацій дорівнює 4, при k = 3 число комбі-
націй дорівнює 8, при k = 4 число комбінацій дорівнює 16 і т. д.
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Далі формується таблиця плану експериментів за правилом: 
для першого фактора (першої вхідної змінної) максимальне і мі-
німальне значення чергуються через одне, для другого через два, 
для третього через чотири, для четвертого через 8 і т. д. Наприклад, 
при дії чотирьох факторів таблиця плану експерименту в нормова-
ному вигляді матиме вигляд, наведений в табл. 8.10.

Таблиця 8.10 – Приклад плану експерименту для k = 4

Номер експе
рименту

Значення факторів в нормованому вигляді
Фактор 1 Фактор 2 Фактор 3 Фактор 4

1 +1 +1 +1 +1
2 –1 +1 +1 +1
3 +1 –1 +1 +1
4 –1 –1 +1 +1
5 +1 +1 –1 +1
6 –1 +1 –1 +1
7 +1 –1 –1 +1
8 –1 –1 –1 +1
9 +1 +1 +1 –1

10 –1 +1 +1 –1
11 +1 –1 +1 –1
12 –1 –1 +1 –1
13 +1 +1 –1 –1
14 –1 +1 –1 –1
15 +1 –1 –1 –1
16 –1 –1 –1 –1

Припустимо, ставиться задача визначення залежності магніт-
ної індукції (y) сталі від різних наборів змінних:

– у першій серії – від вмісту вуглецю та напруженості магніт-
ного поля;
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– у другій серії – від вмісту марганцю та напруженості магніт-
ного поля;

– у третій серії – від вмісту нікелю та напруженості магнітного 
поля.

Зв’язок натуральних та  нормованих значень напруженості 

магнітного поля (HS) має вигляд 
−

=
6250

3750
натHs

Hs .

У розглянутій задачі кожна з серій експериментальних про-
мислових плавок буде включати по чотири плавки, в кожній з яких 
визначена величина магнітної індукції сталі (табл. 8.11).

Таблиця 8.11 – Таблиця плану експерименту

Серія 1
1 2 3 4

Номер експе-
риментальної 

плавки

Вміст вуглецю 
в сталі в нор-

мованому 
вигляді

Напруженість 
магнітного 

поля в нормо-
ваному вигляді

Магнітна ін-
дукція, Тл

1 +1 +1 1.75
2 –1 +1 1.77
3 +1 –1 1.37
4 –1 –1 1.44

Серія 2
Номер експе-
риментальної 

плавки

Вміст мар-
ганцю в сталі 
в нормовано-

му вигляді

Напруженість 
магнітного 

поля в нормо-
ваному вигляді

Магнітна ін-
дукція, Тл

1 +1 +1 1.77
2 –1 +1 1.76
3 +1 –1 1.41
4 –1 –1 1.44
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1 2 3 4
Серія 3

Номер експе-
риментальної 

плавки

Вміст нікелю 
в сталі в нор-

мованому 
вигляді

Напруженість 
магнітного 

поля в нормо-
ваному вигляді

Магнітна ін-
дукція, Тл

1 +1 +1 1.75
2 –1 +1 1.75
3 +1 –1 1.43
4 –1 –1 1.41

В останній графі таблиці 8.11 наведено виміряне під час екс-
перименту значення магнітної індукції. За  отриманими резуль-
татами можна побудувати математичний опис впливу вхідних 
змінних на величину магнітної індукції. Цей математичний опис 
і є моделлю досліджуваного процесу.

При вирішенні практичних завдань найбільш простим та 
ефективним є представлення моделі досліджуваного процесу у ви-
гляді полінома (табл. 8.12).

Таблиця 8.12 – Варіанти представлення поліному

Кількість 
вхідних змінних Вид поліному (рівняння регресії)

1 2

1 1а = +0 1 1y a a x

1б = + + 2
0 1 1 2 1y a a x a x

2 2а = + +0 1 1 2sy a a x a x

2б = + + + + +2 2
0 1 1 2 3 1 4 2 5 1 2sy a a x a x a x a x a x x

Продовження Таблиці 8.11
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1 2
3 3а = + + +0 1 1 2 3s sy a a x a x a x

3б = + + + + + + + + + +2 2 2
0 1 1 2 3 4 1 5 2 6 3 7 1 2 8 1 3 9 2 3 10 1 2 3s sy a a x a x a x a x a x a x a x x a x x a x x a x x x

= + + + + + + + + + +2 2 2
0 1 1 2 3 4 1 5 2 6 3 7 1 2 8 1 3 9 2 3 10 1 2 3s sy a a x a x a x a x a x a x a x x a x x a x x a x x x

Якщо обмежуються найбільш простим варіантом: для однієї  
вхідної змінної варіантом 1а, для  двох вхідних змінних варіан-
том 2а, для трьох вхідних змінних варіантом 3а, отримані при цьо-
му результати не дозволяють знайти оптимальні значення вхідних 
змінних, що забезпечують максимум або мінімум вихідний змінної. 
Однак вони дозволяють зробити ряд важливих висновків, зокрема 
про значущість факторів, про силу впливу кожної вхідної змінної 
на вихідну змінну, а також про те, як потрібно змінювати значен-
ня вхідних змінних, щоб досягти оптимуму, тобто максимальних 
(або мінімальних) значень вихідної змінної.

Якщо використовують поліноми виду 1б, 2б, 3б, це дозволяє ви-
рішити оптимізаційну задачу.

Наведені у кожному з поліномів коефіцієнти і є тими величи-
нами, які треба визначити, виходячи з таблиці плану експеримен-
ту. Розрахунок здійснюється табличним способом та ілюструється 
нижче для кожної серії (табл. 8.13–8.16).

Таблиця 8.13 – Результати розрахунку коефіцієнтів рівнянь 
регресії за даними табл. 8.11 для серії експериментів 1

Серія 1

1 2 3 4

Номер експе-
рименталь-
ної плавки 
i (i = 1,…N)

Вміст вугле-
цю в сталі 

в нормовано-
му вигляді х1

Напруженість 
магнітного поля 
в нормованому 

вигляді х2

Магнітна 
індукція y

1 +1 +1 1.75

Продовження Таблиці 8.12
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1 2 3 4

2 –1 +1 1.77

3 +1 –1 1.37

4 –1 –1 1.44

Розрахунко-
ві значення 

коефіцієнтів

a1 = –0.0225 a2 = 0.1775 a0 = 1.5825

= = + × + − × + + × + − × = −∑1 1

1 1(( 1) 1.75 ( 1) 1.77 ( 1) 1.37 ( 1) 1.44) 0.0225
4i ia X Y

N

= = + × + − × + + × + − × = −∑1 1

1 1(( 1) 1.75 ( 1) 1.77 ( 1) 1.37 ( 1) 1.44) 0.0225
4i ia X Y

N

= = + × + + × + − × + − × =∑2 2

1 1(( 1) 1.75 ( 1) 1.77 ( 1) 1.37 ( 1) 1.44) 0.1775
4i ia X Y

N

= = + × + + × + − × + − × =∑2 2

1 1(( 1) 1.75 ( 1) 1.77 ( 1) 1.37 ( 1) 1.44) 0.1775
4i ia X Y

N

= = + + + =∑0

1 1(1.75 1.77 1.37 1.44) 1.5825
4ia Y

N

Таблиця 8.14 – Результати розрахунку коефіцієнтів рівнянь 
регресії за даними табл. 8.11 для серії експериментів 2

Серія 2

1 2 3 4

Номер 
експери-

ментальної 
плавки

Вміст мар-
ганцю в сталі 
в нормовано-
му вигляді х1

Напруженість 
магнітного поля 
в нормованому 

вигляді х2

Магнітна індук-
ція y

1 +1 +1 1.77

Продовження Таблиці 8.13
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1 2 3 4

2 –1 +1 1.76

3 +1 –1 1.41

4 –1 –1 1.44

Розрахунко-
ві значення 

коефіцієнтів

a1 = –0.005 a2 = 0.17 a0 = 1.595

Таблиця 8.15 – Результати розрахунку коефіцієнтів рівнянь 
регресії по даних табл. 8.11 для серії експериментів 3

Серія 3

Номер 
експери-

ментальної 
плавки

Вміст нікелю 
в сталі в нор-

мованому 
вигляді х1

Напруженість 
магнітного поля 
в нормованому 

вигляді х2

Магнітна ін-
дукція y

1 +1 +1 1.75

2 –1 +1 1.75

3 +1 –1 1.43

4 –1 –1 1.41

Розрахунко-
ві значення 

коефіцієнтів

a1 = 0.005 a2 = 0.165 a0 = 1.5875

З усіх проведених вище розрахунків отримано математичний 
опис впливу досліджуваних факторів на магнітну індукцію сталі:

− −
= − +

0.29 62501.5825 0.0225 0.1775 ,
0.07 3750

C HsBr

Продовження Таблиці 8.14
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− −
= − +

0.64 62501.595 0.005 0.17 ,
0.12 3750

Mn HsBr

− −
= + +

0.5 62501.5875 0.005 0.165 .
0.3 3750

Ni HsBr

Для отримання математичної моделі, що містить квадратичні 
члени (поліном виду 2б), існує процедура побудови центральних 
ортогональних композиційних планів (ОЦКП). Такі плани запису-
ються у вигляді таблиці (таблиця 8.16).

Таблиця 8.16 – ОЦКП для двох незалежних змінних

Діапазон 
значень 
вхідних 
змінних

Матриця планування
Пара
метр 
оп

тимі
зації

По
зна
чен

ня

Незалежні 
змінні

Квадратичні зна
чення факторів та 
ефект взаємної дії 
факторів на пара
метр оптимізації

Фактор 
1

Фактор 
2

1 2 3 4 5 6

Основний 
рівень

0 Серед-
нє зна-
чення

Серед-
нє зна-
чення

Інтервал 
варію
вання

I

Верхній 
рівень

+1 Макси-
мальне 

зна-
чення

Макси-
мальне 

зна-
чення

Нижній 
рівень

–1 Міні-
мальне 

зна-
чення

Міні-
мальне 

зна-
чення
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1 2 3 4 5 6

Позна
чення

х0 х1 х2 ( )2
1x β− ( )2

2x β− х1х2 y

Номер 
екс-

пери-
менту

1 +1 +1 +1 0.33 0.33 +1 y1

2 +1 –1 +1 0.33 0.33 –1 y2

3 +1 +1 –1 0.33 0.33 –1 y3

4 +1 –1 –1 0.33 0.33 +1 y4

5 +1 +1 0 0.33 –0.67 0 y5

6 +1 –1 0 0.33 –0.67 0 y6

7 +1 0 +1 –0.67 0.33 0 y7

8 +1 0 –1 –0.67 0.33 0 y8

9 +1 0 0 –0.67 –0.67 0 y9

Коефіцієн-
ти моделі

а0 а1 а2 а3 а4 а5

Примітки:
1. Значення y1…y9 – це значення параметра оптимізації у відповідних експери-
ментах.
2. β = 0.6667

Формули для розрахунку коефіцієнтів моделі мають вигляд:

=

= =∑1
1

, 1,..., ,
N

j j
i

j

a c x y i n 	 (8.41)

2
2[(x ) ]y , 1,...,2 ,j j

i i na c i n nβ
−

= − = + 	 (8.42)

3
1

, 1,..., , , 2 1,..., ,
N

j j j
i

j

a c x x y i n i n kµ λ µ λ
=

= = ≠ = +∑ 	 (8.43)

Продовження Таблиці 8.16
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0
1 1

1 ,
N N

j
n i

j j

a y a
N

β
+

= =

= −∑ ∑ 	 (8.44)

де с1, с2, с3 – коефіцієнти для лінійних, квадратичних та парних вза-
ємодій незалежних змінних відповідно, що приймають наступні 
значення: С1 = 0.1667, С2 = 0.5, С3 = 0.25;

n – число лінійних членів моделі;
N – число експериментів.
Аналіз моделі, що отримується, перевіряється відповідно до 

процедур (8.29)–(8.38).

8.3.	 Оптимізація технологічних процесів

Оптимізація представляє собою процедуру знаходження опти-
мальних рішень, тобто визначення таких значень вхідних змінних, 
за якими обраний критерій оптимізації досягає максимуму або мі-
німуму залежно від вимог з урахуванням обмежень. При рішенні 
практичних задач говорять про експериментальну оптимізацію.

В  практиці металургійного виробництва використовуються 
наступні методи експериментальної оптимізації:

– метод Бокса-Уілсона (метод крутого сходження);
– симплекс-метод;
– гребеневий аналіз («рідж»-аналіз);
– перетворення поверхні відгуку до канонічного вигляду.
Метод Бокса-Уілсона.
Cуть методу полягає в наступному.
На основі малої серії дослідів отримують локальний опис по-

верхні відгуку в деякій вихідній області за допомогою моделі ліній-
ного вигляду. У центрі області розраховується лінійне наближення 
градієнта та розраховуються кроки у напрямі градієнта. Тобто у на-
прямі якнайшвидшого підйому (крутого сходження) проводяться 
експерименти для досягнення стаціонарної області, у якій розта-
шований екстремум (максимум або мінімум). Якщо знайдене ліній-
не наближення градієнта для центру області істотно відрізняється 
від значення градієнта в деякій точці у напрямку руху, можна знай-
ти новий опис поверхні відгуку за допомогою поліномів першого 
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порядку в околиці цієї точки і розрахувати нове значення градієн-
та. У стаціонарній області лінійна модель виявляється вже не адек-
ватною, і для опису поверхні відгуку в цій області, як правило, вико-
ристовуються поліноми другого і навіть третього ступеня.

У  стаціонарній області потрібно провести більшу кількість 
експериментів, тому що тут необхідно отримати якомога точніший 
опис. Стратегія крутого сходження для двох вхідних змінних пред-
ставлена на рис. 8.3. 

Вектор-градієнт безперервної функції y = f(x1, х2, ..., хn) має вигляд

1 2 3

... .f f fgrad y i j k
x x x

 ∂ ∂ ∂
= + + +  ∂ ∂ ∂ 

	 (8.45)

Цей вектор перпендикулярний поверхні рівного рівня у = const 
і вказує напрямок якнайшвидшого підйому (крутого сходження) 
(рис. 8.7). У формулі (8.45) i, j, k – одиничні вектори по осях змін-
них х. Якщо модель лінійна, тобто у = а0хо + а1х1 + ...апхп, то коефіцієн-
ти ai є координатами вектор-градієнта. Якщо змінювати значення 
цих змінних пропорційно знайденим оцінкам коефіцієнтів аi, то 
реалізується рух у напрямі якнайшвидшого наближення до опти-
муму. Компоненти градієнта та нормованого градієнта експери-
ментально отриманої лінійної моделі залежать від вибору основно-
го рівня та інтервалів варіювання змінних.

x1

1

1

2

2

3

x2

Рис. 8.7 – Стратегія крутого сходження: 1 – план експерименту 
для лінійної моделі; 2 – лінійне наближення градієнту;  

3 – стаціонарна область
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Компоненти нормованого градієнта визначаються таким чином

=

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂
=

  ∂    ∂   
∑

1 2 3
0,5

2

1

...
.

n

i i

f f fi j k
x x xgrad y

grad y
f
x

	 (8.46)

Необхідно вибирати інтервали варіювання таким чином, щоб 
величини коефіцієнтів мали однаковий порядок. У цьому випадку 
застосування методу крутого сходження є найефективнішим.

Метод крутого сходження складається з послідовних кроків:
1. Побудова лінійної моделі.
Передбачається, що експеримент починається з точки, що до-

сить віддалена від оптимуму (або так званої стаціонарної облас-
ті), тому для опису поверхні відгуку на околиці початкової точки 
можна використовувати лінійну модель. За допомогою плануван-
ня експерименту можна знайти точки проведення експериментів 
та розрахувати оцінки коефіцієнтів. Цей етап завершується статис-
тичним аналізом отриманої моделі.

2. Покрокове покращення величини цільової функції. Щоб 
здійснити рух у напрямку оптимуму, необхідно розрахувати напря-
мок градієнта та визначити величину кроку до наступного досвіду. 
Координати l-ї точки експерименту за напрямом градієнта знахо-
дяться за формулою:

1 , 1, ,l l
i i ix x a l Lλ−= + = 	 (8.47)

де аi – оцінка i-го коефіцієнта моделі. Так як градієнт завжди прохо-
дить через центр плану, то

,l
i ix l aλ= 	 (8.48)

де λ – обрана величина нормованого кроку.
При виборі величини кроку мають значення міркування, 

близькі до  тих, що  використовуються під час вибору інтервалу  
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варіювання. Величину кроку для k-го фактору λk вибирають із фі-
зичних міркувань, виражаючи її в натуральних одиницях, потім 
розраховують

,k

k kI a
λ

λ = 	 (8.49)

де Ik – інтервал варіювання. Для визначення величини кроку λi по ін-
шим змінним у натуральних одиницях використовується таке спів-
відношення

.i i ia Iλ λ= 	 (8.50)

При цьому виходить, що  величини кроків λi, завжди спів-
відносяться один з одним так само, як модулі величин aiIi, тобто

λ λ λ =1 2 1 1 1 1: : ... : : : ... : .n n na I a I a I

Якщо з виробничих або технологічних міркувань виявляється 
неможливим одночасна зміна двох вхідних змінних у процесі кру-
того сходження, то значення змінної, за якою неможливе сходжен-
ня, фіксується на якомусь рівні. Для прикладу реалізації методу 
крутого сходження нижче розглядається така задача. У ливарно-
му цеху виготовляються виливки методом лиття під низьким тис-
ком. Схема процесу лиття під низьким тиском на основі системи 
з двоступінчастим поданням повітря представлена на рис. 8.8.

В табл. 8.17, 8.18 представлено розміри тигля та обрані техно-
логічні режими лиття відповідно.

В таблиці 8.19 наведено дані по отриманих коефіцієнтах лі-
нійних рівнянь відповідно до плану експерименту та результати 
процедури Бокса-Уілсона для експериментальної оптимізації тис-
ку в ресивері.

В таблиці 8.20 наведено дані по отриманих коефіцієнтах лі-
нійних рівнянь відповідно до плану експерименту та результати 
процедури Бокса-Уілсона для експериментальної оптимізації три-
валості заповнення кристалізатора.

Значення висоти виливку зафіксовано на середньому рівні.
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Таблиця 8.17 – Конструктивні параметри тигля

Конструктивний параметр Значення

Глибина тигля H, м 0.6

Площа внутрішнього перетину метало
провода F1, м2

0.004

Площа дзеркала металу в тиглі (площа 
металопровода не враховується) F2, м2

0.014

Відстань від верху тигля до дзеркала 
металу ξ0, м

0.1

Довжина трубопроводу, що поєднує  
тигель з ресивером l, м

3

10

9

65

4І ступінь

ІІ ступінь

Скид
3

2

1

7
8

Рис. 8.8 – Система з двоступінчастим поданням повітря 
в процесі лиття під низьким тиском: 1 – ресивер; 2–5 – елементи 

пневматичної системи; 6 – піч; 7 – тигель; 8 – металопровід;  
9 – форма; 10 – прилад для запису протитиску в формі та тиску 

в печі
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Таблиця 8.18 – Технологічні режими лиття

Технологічні режими Значення

Висота виливку Hl, м (x1) 0.4–0.8

Діаметр виливку Dl, м 0.07

Тиск підпресовки, за якого відбувається 
твердження виливку pT, МПа (x2)

0.02–0.08

Сплав мідний

Таблиця 8.19 – Результати процедури Бокса-Уілсона 
для експериментальної оптимізації тиску в ресивері

№ експе
рименту 
та розра
хункові 

параметри

Змінні вхідні
Змінні 
вихідніЗначення нормовані Значення  

натуральні
x0 x1 x2 Hl PT y1

1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 1 0.8 0.08 0.276
2 1 –1 1 0.4 0.08 0.233
3 1 1 –1 0.8 0.02 0.216
4 1 –1 –1 0.4 0.02 0.174
ai 0.225 0.0213 0.0298

ai*Ii 0.0043 0.0009
λk 0.0357 0.0075
  0.0357 0.0075
λ 0.0002 0.0075
λокр 0 0.008

Основний 
рівень

0.6 0.05
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1 2 3 4 5 6 7
Інтервал 

варіювання
0.2 0.03

Верхній 
рівень

0.8 0.08

Нижній 
рівень

0.4 0.02

5 0 0.267 0.6 0.058 0.233
6 0 0.533 0.6 0.066 0.241
7 0 0.8 0.6 0.074 0.25
8 0 1.067 0.6 0.082 0.257
9 0 1.333 0.6 0.09 0.265

10 0 1.6 0.6 0.098 0.273
11 0 1.867 0.6 0.106 0.281
12 0 2.133 0.6 0.114 0.289

Таблиця 8.20 – Результати процедури Бокса-Уілсона 
для експериментальної оптимізації тривалості 

заповнення кристалізатора

№ експе
рименту 
та розра
хункові 

параметри

Змінні вхідні Змін
ні ви
хідніЗначення нормовані Значення 

натуральні

x0 x1 x2 Hl PT y2

1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 1 0.8 0.08 0.33

2 1 –1 1 0.4 0.08 0.37

3 1 1 –1 0.8 0.02 0.4

Продовження Таблиці 8.19
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1 2 3 4 5 6 7

4 1 –1 –1 0.4 0.02 0.5

ai 0.4 –0.035 –0.05

ai*Ii –0.007 –0.002

λk 0.035 0.0075

  –0.035 –0.008
λ –0.0002 –0.008

λокр 0 –0.008

Основний 
рівень

0.6 0.05

Інтервал 
варіювання

0.2 0.03

Верхній 
рівень

0.8 0.08

Нижній 
рівень

0.4 0.02

5 0 –0.267 0.6 0.058 0.37

6 0 –0.533 0.6 0.066 0.36

7 0 –0.8 0.6 0.074 0.36

8 0 –1.067 0.6 0.082 0.36

9 0 –1.333 0.6 0.09 0.34

10 0 –1.6 0.6 0.098 0.34

11 0 1.8667 0.6 0.106 0.34

12 0 2.1333 0.6 0.114 0.32

Продовження Таблиці 8.20
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Як видно, з табл. 8.19, рух в напрямку градієнту при визначенні 
тиску в ресивері вказує на лінійну зміну цієї змінної, а стаціонарна 
область не досягається. Аналогічні висновки можуть бути зроблені 
відносно тривалості заповнення кристалізатора (табл. 8.20), при-
чому видно, що для мінімізації тривалості необхідно збільшувати 
тиск підпресовки.

Реальні виробничі умови передбачають обмежені можливості 
проведення активних промислових експериментів. Кожне втру-
чання в технологічний процес або роботу обладнання з метою по-
будови математичної моделі може призвести до появи браку, пара-
метричних чи функціональних відмов в технологічному процесі. 
Причина цього у наступному. Плануючи активний промисловий 
експеримент, часто виникає необхідність виходу за межі техноло-
гічних режимів, встановлених щодо його здійснення у конкретних 
виробничих умовах. Якщо цього не  станеться, збільшення кіль-
кості експериментів призведе до збільшення витрат на побудову 
моделі. Причому на етапі проведення експериментів та побудови 
моделі технологічного процесу немає жодної гарантії її кінцевої 
ефективності. Іншими словами, витрати на промисловий експери-
мент не окупаються отриманими результатами. Тому для промис-
лових умов існують методи дослідження, що вимагають незначної 
кількості експериментів і пов'язані з малими відхиленнями від но-
мінальних режимів роботи обладнання та перебігу технологічних 
процесів. До таких методів відноситься послідовний симплексний 
метод.

Симплексний метод заснований на проведенні активного екс-
перименту на обладнанні, що працює, але він не передбачає ма-
тематичного опису процесу. В  основі методу лежить побудова 
симплексу та його переміщення у факторному просторі. Строго ка-
жучи, симплексом називається найпростіша опукла геометрична 
фігура, утворена множиною (n+1) точок, що не належать одночасно 
жодному (n–1)-мірному підпростору даного факторного простору. 
Ці точки називаються вершинами симплекса, а  їх число завжди 
на одиницю більше розмірності факторного простору. Наприклад, 
на  площині (тобто у  двовимірному просторі n  =  2) симплексом 
є трикутник, у тривимірному просторі (n = 3) – трикутна піраміда 
(тетраедр) і т. д.
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Симплекс може бути довільним чи  регулярним. Симплекс 
є регулярним, якщо відстані між усіма точками, що його утворюють 
(тобто між вершинами симплексу), однакові. З довільного симп-
лексу завжди можна отримати регулярний шляхом перетворення 
системи координат. Для промислової реалізації методу зручно ви-
користовувати регулярний симплекс.

Враховуючи, що завданням експериментатора є визначення 
положення симплексу при русі його в факторному просторі (а цей 
рух планується і здійснюється саме до оптимальної області техно-
логічного процесу), першочерговим завданням є визначення вер-
шин початкового симплексу. Іншими словами, на першому етапі 
потрібно розрахувати координати вершин симплекса в «стартовій» 
позиції. Ці координати описують початковий симплекс. Нижче на-
ведено один із можливих варіантів розрахунку початкового симп-
лексу. Помістимо одну з вершин симплексу на початок координат, 
а решту вершин розташуємо так, щоб ребра, що виходять з першої 
вершини, утворювали однакові кути з відповідними координатни-
ми осями (рис. 8.9).

x1

x2

С

p
q

B

A

Рис. 8.9 – Початковий симплекс

Координати вершин симплексу в  цьому випадку задаються 
матрицею:

– для площини, тобто. при дослідженні двох факторів техноло-
гічного процесу (симплексом є трикутник)
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 
 
 =  
  
 

0 0 0

;
p q q

K
q p q
q q p

– для  тривимірного простору, тобто при дослідженні трьох 
факторів технологічного процесу (симплексом є  трикутна піра
міда)

 
 
 =  
  
 

0 0 0

.
p q q

K
q p q
q q p

Координати p та q вершин симплекса розраховуються за фор-
мулами:

( )
( )

= − + +

= + −

1 1 ( 1) ;
2

1 ( 1) 1 .
2

p n n
n

q n
n

	 (8.51)

Експериментальне визначення оптимальних значень факто-
рів технологічного процесу здійснюється за допомогою послідов-
ної процедури:

1. Розрахунок координат початкового симплексу та реалізація 
відповідних дослідів, при цьому всі значення факторів, що впли-
вають на досліджуваний параметр технологічного процесу, попе-
редньо повинні бути нормовані за формулою (8.40).

2. Відкидання точки плану з  найменшим значенням дослі-
джуваного параметра технологічного процесу та побудова нового 
симплекса. Новий симплекс утворюється вершинами вихідно-
го симплексу і новою вершиною, що отримується шляхом дзер-
кального відображення відкинутої вершини щодо протилежної 
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їй (n–1)-мірної грані вихідного симплексу. Координати нової точ-
ки х* розраховуються у векторному записі

+

=

 
= − + 

 
∑

1

1

2 2* 1 ,
n

i j

i

x x x
n n

	 (8.52)

де j – номер вершини вихідного симплексу з найменшим значен-
ням цільової функції.

3. Проведення експерименту у новій точці х* та отримання 
відповідного значення у* (тобто досліджуваного параметра тех-
нологічного процесу). Можливий також розрахунок прогнозова-
ного значення у* по формулі (в векторному записі)

+

=

 
= − + 

 


1
*

1

2 2 1 .
n

i j
розрах розрах розрах

i

y y y
n n

	 (8.53)

4. Послідовне переміщення симплексу, в процесі якого на кож-
ному кроці відбувається відкидання вершини симплексу з найгір-
шим значенням досліджуваного параметра та реалізація експери-
менту в новій вершині. При цьому напрямок переміщення центру 
симплексу коливається у  напрямку градієнта. Іншими словами, 
симплекс переміщається в область оптимальних значень техноло-
гічних факторів.

5. Якщо при переміщенні симплекса протягом (n+1) кроків та чи 
інша вершина зберігає своє положення, то симплекс здійснює оберт 
навколо цієї вершини. Фактично це означає одну з альтернатив:

– у цій точці знаходиться оптимальне значення досліджувано-
го параметра технологічного процесу;

– значення досліджуваного параметра технологічного проце-
су цієї вершини визначено неправильно.

Щоб уточнити, яка ситуація має місце, у цій точці знову про-
водиться експеримент та надалі виконують операції з новим зна-
ченням параметра технологічного процесу. Якщо виявляється, 
що значення досліджуваного параметра технологічного процесу 
у новій вершині симплекса менше, ніж у інших вершинах, відпо-
відно до описаної стратегією руху симплекса повертаються до по-
переднього симплексу. Щоб запобігти зациклюванню, в  якості 
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вершини, що відкидається, обирають вершину, наступну по поряд
ку за найгіршою вершиною симплекса. Подальший рух продовжу-
ють, проводячи експеримент у  точці, розташованій дзеркально 
відкинутій вершині.

6. Якщо нова вершина виходить за  межі допустимої облас-
ті планування, слід робити так само, як описано в попередньому 
пункті.

7. При досягненні області оптимуму розмір симплексу змен-
шують (як правило, на 0.25 початкової величини). Оптимум вважа-
ється досягнутим, якщо одна й та сама точка входить у послідовні 
симплекси m разів. Величина m визначають за емпіричною фор-
мулою:

21.65 0.05 , 2 30.m n n n= + ≤ ≤ 	 (8.54)

Якщо помилка експерименту відносно велика, необхідно 
в кожній вершині симплекса проводити кілька експериментів і ви-
користовувати усереднені значення досліджуваного параметра 
технологічного процесу. Перевагами симплекс-методу є:

– невеликий обсяг обчислень;
– мала кількість необхідних експериментів (додавання нового 

фактору вимагає проведення лише одного додаткового експери-
менту);

– обмеження на область варіювання факторів легко врахову-
ються при русі симплекса;

– напрямок руху визначається тільки співвідношенням вели-
чин досліджуваного параметра технологічного процесу у верши-
нах симплекса, а не їх абсолютними значеннями;

– чим більше число вхідних змінних, тим вище ефективність 
методу.

Нижче наводиться приклад практичного застосування методу 
в промислових умовах при вирішенні задачі знаходження опти-
мального легуючого комплексу для  чавуну з  метою підвищення 
його міцності та зниження металомісткості корпусних виливків, 
що виготовляються в чавуноливарному цеху.

Досліджувалася можливість підвищення межі міцності чаву-
ну за рахунок підбору оптимального комплексу Сэкв-Cr(Ni)-Cu(Ti). 
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Як фактори, що визначають межу міцності, обирався вміст хрому, 
міді та вуглецевий еквівалент. Оптимальний вміст нікелю та титану 
обирався за співвідношенням із вмістом хрому та міді відповідно. 
Легуючі елементи вводилися в електропіч у складі хромонікеле-
вих та титаномедистих чавунів. План промислових експеримен-
тів – послідовний розрахунок координат симплексу та проведення 
плавок у відповідних точках – наведено у таблиці 8.21.

Таблиця 8.21 – План промислових експериментів 
та їх результати

Но
мер 
екс
пе
ри

мен
ту

Вихідний 
симплекс

Вер
ши
на

Вміст хрому, 
(x1)

Вуглецевий 
еквівалент, 

(х2)
Вміст міді, (х3)

Межа 
міц

ності 
на 

розтя
гуван
ня σВ, 
МПа

(y)

нату
раль

не

нор
мова

не

нату
раль

не
нормо

ване
нату
раль

не
нормо

ване

I ABCD А 0.290 0 4.190 0 0.180 0 215

2 ABCD В 0.328 0.950 4.209 0.2375 0.199 0.2375 220

3 ABCD С 0.299 0.225 4.266 0.9500 0.199 0.2375 210

4 ABCD D 0.299 0.225 4.209 0.2375 0.255 0.9375 220

5 ABCD С* 0.312 0.558 4.139 –0.6330 0.224 0.5460 225

6 ABC*D А* 0.336 1.155 4.180 –0.1050 0.272 1.1470 225

7 A*BC*D D* 0.352 1.550 4.137 –0.6590 0.208 0.3495 240

8 A*BC*D* В* 0.339 1.225 4.096 –1.1690 0.270 1.1240 240

9 A*B*C*D* А** 0.333 1.067 4.067 –1.5360 0.196 0.1990 255

10 A**B*C*D* D** 0.304 0.350 4.065 –1.5660 0.252 0.8970 285

11 A**B*C*D** В** 0.294 0.092 4.084 –1.3210 0.178 –0.0290 275

12 A**B**C*D** С** 0.308 0.448 4.000 –2.3160 0.190 0.1650 274

13 A**B**C**D** А*** 0.270 –0.474 4.035 –1.9320 0.219 0.4900 260

14 A***B**C**D** В*** 0.295 0.124 3.986 –2.5550 0.265 1.0640 265
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Рух симплексу в  факторному просторі графічно зображено 
на рис. 8.10. Вдало обрана завдяки експертним оцінкам вихідна об-
ласть планування (початковий симплекс), дозволила при мінімаль-
ній кількості плавок швидко досягти бажаного ефекту – межа міц-
ності чавуну, що має комплекс Секв-Cr-Cu = (0.304–4.065–0.252)%, 
склала 285 МПа.

Секв

Сu

Сr

С

С*

D*

A* A**

D** B*

D

B
A

Рис. 8.10 – Переміщення симплексу у факторному просторі  
Секв-Cr-Cu

Як вже зазначалося вище, у багатьох випадках оптимальні па-
раметри технологічного процесу знаходяться поза зоною техноло-
гічно можливих режимів або меж можливостей обладнання. Тому 
необхідно враховувати наявні в процесі обмеження, якими можуть 
бути конструктивні можливості обладнання або технологічні ре-
жими, що вводяться в цьому процесі з якихось практичних мір-
кувань. У такому разі в результаті експериментальної оптимізації 
знаходять так звані субоптимальні значення вхідних змінних, які 
забезпечують отримання найкращих у вибраному сенсі значень 
вихідної змінної з урахуванням обмежень. Для знаходження вико-
ристовується метод гребеневого аналізу.



174

Технології та автоматизація металургійного виробництва

Гребеневий аналіз («Рідж-аналіз») полягає в наступному.
Вихідними для проведення аналізу є опис технологічного про-

цесу математичною моделлю у вигляді полінома. У координатах 
«x1–x2» будується поверхня відгуку, що є графічним описом впливу 
вхідних змінних на параметр оптимізації. Потім у цих координатах 
будується умовний циліндр з радіусом r. Лінія перетину поверхні 
відгуку та поверхні циліндра даного радіусу розгортається на пло-
щину, і на ній визначаються точки мінімуму та максимуму. Проце-
дура пошуку субоптимальних значень описується параметрично:

-1

0

* ( ) ( - ) ,

* ( ) * *,
* ( ) 2 * * *,

T

T T

x I A a

r x x
y a a x x Ax

λ λ

λ
λ

 =
 =
 = + +

	 (8.55)

де x*(λ) – матриця субоптимальних значень вхідних змінних у нор-
мованому вигляді, що залежать від параметра λ;

x*Т(λ) – транспонована матриця субоптимальних значень вхід-
них змінних;

r*(λ) – радіус кола, що обмежує область вхідних змінних;
I – одинична матриця;
a0, a1, A – матриці оцінок коефіцієнтів;
aТ – транспонована матриця оцінок коефіцієнтів при лінійних 

членах.
Два останні рівняння описують аналітично гребневі лінії, звід-

ки й назва методу.
Система (8.55) після перетворень дозволяє отримати зручні для 

практики розрахункові формули:
– для визначення субоптимальних значень вхідних змінних

=
λ

* ;
2

i
i

a
x 	 (8.56)

– для визначення радіусу умовного циліндру, що описує обме-
ження

2

2 2

1
, ;

2

n
i

i

a
r r r

λ=

 
= =   

 
∑ 	 (8.57)
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– для визначення оптимального значення вихідної змінної

2

0
1

* .
2

n
i

i

a
y a

λ=

= +∑ 	 (8.58)

Графічна інтерпретація суті гребеневого аналізу показана на 
рис. 8.11.
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Рис. 8.11 – Реалізація процедури рідж-аналізу
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Нижче наведено приклад застосування гребеневого аналізу. 
Мета дослідження полягала у побудові математичної моделі твердо-
сті конструкційного чавуну за даними серійних плавок у факторному 
просторі «С – Секв» у діапазонах С = (3.42–3.57)% та Секв = (4.2–4.4)%.

Вхідна змінна «вміст вуглецю (С)» позначалася через х1, вхідна 
змінна «вуглецевий еквівалент (Секв)» позначалася через х2.

За допомогою МНК розраховано значення оцінок коефіцієнтів 
рівнянь регресії виду (8.27):

 
 
− 
 
 =
 
 
 
 − 

216.934
11.7595

1.057318
.

2.341327
4.389574

37.0113

A

На рис. 8.12–8.14 представлено графічне рішення задачі гре-
беневого аналізу отриманої поверхні відгуку НВ = НВ(С, Секв), ана-
літично описуваного рівнянням регресії виду (8.27), розраховані 
коефіцієнти у якому представлені вище як компоненти матриці А.
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Рис. 8.12 – Залежність r = r(λ)
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Рис. 8.13 – Залежність y = y(λ)
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Рис. 8.14 – Залежність y = y(r)

З отриманих результатів гребеневого аналізу можна зробити 
практичні висновки.
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Якщо за обмеження, що накладається, обрати діапазон області 
планування С = (3.42–3.57)% та Секв = (4.2–4.4)% (в нормованому 

вигляді [–1;1]), що відповідає значенню = =2 1.414,r  то можливе 

існування кількох субоптимальних рішень. Вони визначаються 
як точки перетину гребеневих ліній та обмеження r = 1.414. У цьо-
му завданні мінімізації твердості немає і діапазон НВ = 180–250 
задовольняє вимогам до  якості, заданим умовами виробництва. 
Якщо пріоритетом є мінімізація твердості, то субоптимальне рі-
шення перебуває як точка перетину обмеження r = 1.414 та ниж-
ньої гілки гребневої лінії II–III. Це свідчить про багатоваріантність 
одержуваних рішень, вибір найкращого з яких визначається вимо-
гами умов виробництва.

Очевидно, що  має місце безліч субоптимальних рішень, які 
задаються першим рівнянням системи (8.55). Для випадку, коли 
вимоги НВ = 180–250 є достатніми, такі рішення у нормованому 
вигляді наведено на рис. 8.15, а натуральному на рис. 8.16.
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Рис. 8.15 – Множина субоптимальних рішень щодо визначення 
значень вхідних змінних, що задовольняють вимогам  

НВ = 180–250 (вхідні змінні задані у нормованому вигляді)
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Рис. 8.16 – Номограма, що описує множину субоптимальних 
рішень для дослідженої області значень вхідних змінних 

у натуральному вигляді, що задовольняють вимоги НВ = 180–250

Канонічне перетворення поверхні відгуку.
Суть цього методу експериментальної оптимізації полягає 

у наступному:
1. Визначення координат стаціонарної точки x* шляхом вирі-

шення системи лінійних рівнянь:

    
    

= −    
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
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11 1 1 1

*
1

. . .
n

m mn nn

a a x a

a a ax
	 (8.59)

2. Обчислення значення цільової величини у  стаціонарній 
точці

= + +0* 2 ' * * ' * .y a a x x Ax 	 (8.60)
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3. Визначення n власних значень λ1, λ2, …, λn:
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121 22 2
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1 2
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n nn
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n n nn

a a a
a a a
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−
= − + + =
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	 (8.61)

4. Запис рівняння поверхні відгуку в канонічній формі

2 2 2
1 1 2 2* ... .n ny y λ ξ λ ξ λ ξ− = + + + 	 (8.62)

Таким чином, в результаті перенесення та повороту осей та пе-
реходу від системи координат (x1; x2) в систему координат (ξ1; ξ2) 
забезпечується перетворення вихідного рівняння поверхні відгуку

( ) = + +' '
0 2 ,y x a a x x Ax 	 (8.63)

до канонічного вигляду

2 2 2
1 1 2 2* ... .n ny y λ ξ λ ξ λ ξ− = + + + 	 (8.64)

Зв’язок між старою та нової системою координат визначається 
рівнянням

* ,x x Bξ= + 	 (8.65)

де В – матриця повороту, BTB = I, а різниця між значеннями вихідної 
змінної довільної і стаціонарної точки описується рівнянням

( ) * ' .y y Lξ ξ ξ− = 	 (8.66)

Реалізацією процедури 1–4 для  розглянутого вище прикла-
ду з аналізом поверхні відгуку НВ = НВ(С, Секв) отримано наступ-
ні значення: λ1 = –15.1685, λ2 = 21.89937. Це означає, що рівняння, 
що описує поверхню відгуку в канонічній формі, має вигляд

2 2
1 2217 15.1685 21.89937 .y ξ ξ− = − + 	 (8.67)
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Оскільки співвідношення власних чисел за величиною та зна-

ком визначають вид поверхні відгуку та  λ ≠ λ λ < λ >1 2 1 2, 0, 0 , по-

верхня відгуку є гіперболічним параболоїдом (рис. 8.17).
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Рис. 8.17 – Поверхня відгуку, що описує розподіл значень 
твердості конструкційного чавуну в факторному просторі С – Секв 

(вхідні змінні в нормованому вигляді)

На підставі проведеного аналізу встановлено, яким має бути 
вуглецевий еквівалент для різного вмісту вуглецю. Це дозволяє ви-
значати кількість кремнію та марганцю, що вносяться феросплава-
ми, для забезпечення заданої твердості чавуну.
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